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强杂波背景下基于变分贝叶斯推理的机载雷达目标
跟踪算法
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摘 要： 机载雷达遭受的强杂波干扰以及目标的强机动使噪声呈现长拖尾的非高斯特性. 此外，载机的运动导

致杂波淹没目标的航迹，使雷达无法检测到目标，出现随机的量测丢失现象. 为此，设计了强杂波背景下含量测丢失

的目标跟踪算法. 该算法采用学生t分布来模拟非高斯噪声的长拖尾特性. 通过引入伯努利随机变量，将求和形式的

后验概率密度函数转换成乘积形式的概率质量函数，并构建了分层状态空间模型. 在此基础上，设计了用于量测丢失

的鲁棒变分贝叶斯平滑器. 以机载雷达跟踪空中目标为例验证了本文算法的有效性.
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Variational Bayesian Inference⁃Based Airborne Radar Target Tracking
Algorithm in Strong Clutter
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Abstract： The strong clutter interference suffered by the airborne radar and the strong maneuvering of the target
make noise non-Gaussian and heavy-tailed. Besides, the movement of the carrier aircraft induces the target is totally sub⁃
merged by the clutter, so that the radar cannot detect the target. To this end, a target tracking algorithm for missing measure⁃
ments in strong clutter is designed. Student t distribution is utilized to model the heavy-tailed property of non-Gaussian
noise. The posterior probability density function(PDF) of the summation form is converted into the probability mass func⁃
tion(PMF) of the product form by introducing Bernoulli random variables. And a hierarchical state space model is further
devised. Based on this model, a robust variational Bayesian smoother for measurement dropouts(RVBSD) is designed. An
example that the airborne radar tracks an airborne target is given to verify the effectiveness of the proposed algorithm.

Key words： airborne radar；clutter；missing measurement；probabilistic graph model；variational Bayesian inference；
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1 引言

机载雷达作为一种对地观测的重要传感器，具有全

天候、全天时、高分辨的特点，能实现目标的探测、识别和

估计等功能，因此受到军事领域的广泛关注．但是，机载

雷达常常工作于复杂多变的恶劣环境，使得目标跟踪面

临的不确定性问题异常突出：（1）机载雷达一般处于平视

或下视工作状态，必然受到比地基雷达更为严重的地

（海）杂波［1］. 雷达杂波的脉冲干扰会使机载雷达系统的

量测噪声呈现复杂、未知的非高斯长拖尾特性［2，3］.（2）实
际作战环境中，机载雷达跟踪的敌方目标（如坦克、战车、

无人机等）往往具有较强的机动性 . 敌方目标的强机动将

会使目标跟踪模型中的状态量发生突变，进而诱导未知

的非高斯长拖尾系统噪声［4］.（3）载机的运动导致其杂波

分布范围广、强度大，尤其在城市和山区地带，副瓣杂波
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通常会淹没落入杂波区的目标，使机载雷达无法检测到

目标，出现随机的目标航迹丢失（即量测丢失）现象［5］. 总
之，由于复杂的作战环境以及目标机动特性带来的不确

定性因素给机载雷达目标跟踪带来了巨大的挑战 . 因此，

研究含量测丢失和未知长拖尾非高斯噪声的机载雷达目

标跟踪问题具有十分重要的意义 .
目前，已有大量的文献研究含未知噪声的状态估

计问题［6］. 例如，Ardeshiri等［6］针对过程噪声协方差和

量测噪声协方差均未知的状态估计问题，采用变分贝

叶斯方法设计了近似贝叶斯平滑器 . 然而，该算法只适

用于高斯噪声场景 . 为此，一些学者也针对含未知长拖

尾非高斯噪声的非线性系统状态估计问题开展了研

究［7~10］. 赵俊波等［8］针对含未知过程噪声协方差和量测

噪声协方差的非线系统，设计了鲁棒的无迹卡尔曼估计

器 . 黄玉龙等［10］针对含长拖尾过程和测量噪声的非线

性系统，提出了鲁棒的状态平滑器 . 该算法凭借变分推

理逼近真实后验PDF（Probability Density Function）的优

势，联合估计出长拖尾非高斯噪声的自由度、尺度矩阵

和系统状态 . 上述算法均不适用量测丢失的场景 .
近年来，研究人员也针对含量测丢失的非线性系

统状态估计问题进行研究［11~14］. 马柯茂等［11］针对含高

斯噪声的非线性系统，采用量测丢失补偿的方法设计

了用于量测丢失的状态估计方法 . 然而，该算法难以应

用于长拖尾非高斯噪声场景 . 江顺等［12］针对含延时和

随机量测丢失的网络化非线性系统，设计了故障估计

器 . 虽然该算法适用于非高斯噪声，但它要求噪声协方

差有界且已知，量测丢失概率恒定已知，且状态估计的

精度较低 . 上述算法只适用于噪声已知的场景，尚不能

处理量测丢失概率和噪声均未知的情况 .
由于机动目标跟踪场景复杂，未知的长拖尾非高

斯噪声和量测丢失不可避免地同时存在于真实系统

中 . 现有的算法均无法解决同时含量测丢失和未知长

拖尾非高斯噪声的状态估计问题 . 为此，本文研究强杂

波背景下含量测丢失的机动目标跟踪问题 .
2 问题描述

考虑到复杂的作战环境、强杂波以及目标强机动

等因素的影响，本文研究了如下的机载雷达目标跟踪

系统［4，15，16］：
xk = fk - 1 (xk - 1 ) + w̄k - 1
yk = ℓkhk (xk，s tk ) + v̄k （1）

其中，xk ∈ Rn是 k时刻目标的状态，yk ∈ Rm是笛卡尔坐

标系下 k时刻雷达接收到的测量，fk - 1 (·)和 hk (·)分别为

已知的函数 . s tk = ( xtk，y tk，ztk )表示直接利用全球定位系

统（Global Positioning System，GPS）得到机载平台的位

置 . 随机变量 ℓk服从概率未知的伯努利随机分布，表

示量测数据的丢失情况 . 假设初始状态向量 x0服从均

值为 x̂0|0，协方差为P0|0的高斯分布，且与系统噪声 w̄k - 1
和量测噪声 v̄k互不相关 .

由于闪烁噪声服从长拖尾的非高斯分布［15］，同时考

虑到目标的闪烁、杂波、强电磁干扰、以及目标强机动等

因素的影响，本文采用闪烁噪声来模拟未知的长拖尾过

程噪声 w̄k - 1 ∈ Rn和量测噪声 v̄k ∈ Rm. 此外，由于学生 t
分布可以视为无穷多个高斯分布与长拖尾Gamma分布

的混合，具有长拖尾非高斯特性，常将闪烁噪声建模为

学生 t分布［17］. 于是，w̄k - 1和 v̄k分别写成如下等式：
p w̄ ( w̄k - 1 )= St ( w̄k - 1；0，Q，ω )

= ∫p ( w̄k - 1|ςk - 1 ) p (ςk - 1 )dςk - 1
= ∫0+∞N( w̄k - 1；0，Q/ςk - 1 )G (ςk - 1；0.5ω，0.5ω )dςk - 1

（2）
pv̄ ( v̄k ) = St ( v̄k；0，R，ν )

= ∫p ( v̄k|λk ) p (λk )dλk
= ∫0+∞N( v̄k；0，R/λk )G (λk；0.5ν，0.5ν )dλk （3）

pw̄ (·)，pv̄ (·)分别表示过程噪声和量测噪声的 PDF，
St ( w̄k - 1；0，Q，ω )和 St ( v̄k；0，R，v )分别表示均值为 0，

尺度矩阵为Q和R，自由度参数为ω和 ν的多变量学生 t
分布 . 在式（2）和式（3）中，引入辅助随机变量 ςk - 1和λk
的作用是为了便于后文设计分层高斯状态空间模型，

且它们分别服从如下的Gamma分布：

p (ςk - 1|ω ) = G (ςk - 1；0.5ω，0.5ω ) （4）
p (λk|ν ) = G (λk；0.5ν，0.5ν ) （5）

由于长拖尾的非高斯噪声未知，常常无法获得准

确的尺度矩阵和自由度参数 . 假设尺度矩阵Q，R的先

验分布分别服从逆Wishart分布［10］，即
Q ∼ IW(Q；t0，T0 )， R ∼ IW(R；u0，U0 ) （6）

其中，t0，u0分别表示自由度参数，T0，U0分别为逆尺度参

数 . 未知的自由度参数ω，ν分别服从Gamma先验分布，即

ω ∼ G(ω；s0，r0 )， ν ∼ G(ν；g0，h0 ) （7）
此外，x0，Q，R，ω，v的联合先验概率分布服从如下

等式：
p (x0，Q，R，ω，v ) = IW(Q；t0，T0 )IW(R；u0，U0 )

×p (x0 )G (ω；s0，r0 )G ( v；g0，h0 ) （8）
此外，由于地（海）杂波以及载机运动的影响，副瓣

杂波通常会淹没落入杂波区的目标，使机载雷达无法

检测的目标，出现随机的量测丢失现象 . 当 ℓk = 1时，

表示 k时刻雷达检测到目标 . 当 ℓk = 0时，表示 k时刻

雷达丢失目标 . 随机变量ℓk满足如下PDF：
p (ℓk = 1|π̄k ) = π̄k （9）
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p (ℓk = 0|π̄k ) = 1 - π̄k （10）
π̄k为 k时刻目标的检测概率 . 由于雷达自身的性能（如

频率的稳定性、雷达平台的飞行特性等）、目标的性能

（如目标的运动特性、雷达的散射面积大小）以及雷达工

作的环境特性（如杂波特性、传输特性等）等因素往往会

影响雷达检测目标的性能（即目标检测概率）. 由于上述

各种复杂因素的影响，目标的检测概率是时变未知的 .
鉴于Beta分布可以模拟各种概率分布［18］，本文将其用于

建模时变未知的目标检测概率 π̄k的先验分布：

p ( π̄k ) = Be( π̄k；e0，e1 ) （11）
其中，e0 ∈ [ 0，1]和 e1 ∈ [ 0，1]为 Beta分布的先验形状

参数 .
本文的主要目的在于针对含量测丢失和未知长拖

尾非高斯噪声的机载雷达目标跟踪系统式（1），利用变

分贝叶斯方法设计出强杂波背景下含量测丢失的机载

雷达机动目标跟踪算法，进而估计出目标的状态 .
3 基于变分贝叶斯推理的机载雷达机动目

标跟踪算法

3. 1 近分层概率图模型

本节的目的是设计分层概率图模型，为后续变分

贝叶斯推理做准备 . 当量测丢失概率已知时，似然概率

密度 p (yk|xk )为
p (yk|xk ) = π̄k pv (yk - hk (xk ) ) + (1 - π̄k ) pv (yk ) （12）
由于式（12）中似然PDFp (yk|xk )为加和的形式，很难

直接利用变分贝叶斯方法估计出未知的状态 . 于是，将伯

努利随机变量ℓk的概率转化为乘积形式的概率质量函数，

p (ℓk|π̄k ) = π̄k
ℓk (1 - π̄k )1 - ℓk， s.t. ℓk ∈ { 0，1} （13）

于是，似然PDFp (yk|xk )可写为
p (yk|xk )
= ∭ p (yk|xk，λk，ℓk ) p (ℓk|π̄k ) p (λk )
×p ( π̄k )dℓkdλkdπ̄k

= ∑
ℓk = 0

1 ∫ ∫
0

+∞
[ N(yk；0，R/λk ) ](1 - ℓk )G (λk；0.5ν，0.5ν )

×p ( π̄k ) [ N(yk；hk (xk )，R/λk ) ]ℓk
×p (ℓk|π̄k )dλkdπ̄k， s.t. ℓk ∈ { 0，1}

（14）
根据式（1）和式（2）得

p (xk|xk - 1，y1：k - 1 ) = ∫
0

∞
N(xk；fk - 1 (xk - 1 )，Q/ςk - 1 )

×G (ςk - 1；0.5ω，0.5ω )dςk - 1 （15）
根据式（14）和式（15）得

p (xk|xk - 1，Q，ςk - 1，y1：k - 1 )
= N(xk；fk - 1 (xk - 1 )，Q/ςk - 1 ) （16）

p (yk|xk，λk，ℓk，R )
= [ N(yk；0，R/λk ) ]1 - ℓk [ N(yk；hk (xk )，R/λk ) ]ℓk

（17）
于是，式（4）~式（7）、式（11）、式（13）、式（16）和式

（17）共同构成了如图1所示的分层概率图模型 .

3. 2 基于变分贝叶斯方法的机载雷达机动目标跟

踪算法设计

分 层 概 率 图 模 型 中 的 x0：K，ς0：K - 1，ω，ν，Q，R，
ℓ1：K，π̄1：K，λ1：K 未 知 . 为 了 估 计 这 些 未 知 的 量 ，令

Θ1：K ≜ { x0：K，ς0：K - 1，ω，Q，ℓ1：K，π̄1：K，λ1：K，R，ν }. 根据贝

叶斯理论，联合PDFp (Θ1：K，y1：K )为
p (Θ1：K，y1：K )=p ( x0 )IW(Q；t0，T0 )IW(R；u0，U0 )

×G (ω；s0，r0 )G ( v；g0，h0 )∏
k=1

K

p (xk|xk-1，ςk-1 )
×p ( π̄k ) p (ςk-1 ) p (λk ) p (yk|xk，λk，ℓk ) p (ℓk|π̄k )
=p (x0 )IW(Q；t0，T0 ) IW (R；u0，U0 )G (ω；s0，r0 )
×G ( v；g0，h0 )∏

k=1

K N(xk；fk-1 (xk-1 )，Q/ςk-1 )
×G (ςk-1；0.5ω，0.5ω ) π̄k

ℓk [ N(yk；0，R/λk ) ]1-ℓk
×[ N(yk；hk (xk )，R/λk ) ]ℓk (1-π̄k )(1-ℓk )
×Be( π̄k；e0，e1 )G (λk；0.5ν，0.5ν )

（18）
因 为 式（18）表 达 形 式 复 杂 ，所 以 联 合

PDFp (Θ1：K，y1：K )不存在解析解 . 本文利用平均场理

论［18］和变分贝叶斯方法，通过寻找一个解析、易分解的

近似PDF来逼近真实的平滑后验PDF，即
p (Θ1：K|y1：K ) ≈ { q (Θ1：K ) ≜ q (x0：K )q (ς0：K - 1 )q (ω )

×q (Q )q (ℓ1：K )q ( π̄1：K )q (λ1：K )q (R )q (ν ) }
（19）

令θk为Θ1：K中的任意元素，即θk ∈ Θ1：K. 式（19）中的

q (θk )是 θk的近似后验 PDF. 通过最小化近似平滑后验

图1 分层概率图模型
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PDFq (Θ1：K ) 与 真 实 后 验 PDFp (Θ1：K|y1：K ) 之 间 的

Kullback‑Leibler散度就可以获得q (θk )的表达形式［10］，即
log q̂ (θk ) = E

Θ
(θk )1：K
[ log p (Θ1：K，y1：K ) ] + cθ （20）

Θ
(-θk )

1：K =Θ1：K - {θk} （21）
其中，E(·) 表示期望，cθ 是与 θk 无关的常数 . 由于
q (x0：K )，q (ς0：K - 1 )，q (ω )，q (Q )，q (ℓ1：K )，q ( π̄1：K )，q (ν )，q (R )
q (λ1：K )的变分参数相互耦合，不能直接求解式（20），而需要

利用固定点迭代法求解式（20）. 固定点迭代法在迭代更新
q (x0：K )，q (ς0：K - 1 )，q (ω )，q (Q )，q (ℓ1：K )，q ( π̄1：K )，q (ν )，q (R )
q (λ1：K )中的任意 PDF时，需要使用其他 PDF上一次的

迭代值［18］.
3. 3 近似后验PDF的计算

为了计算近似的平滑后验 PDF，对式（18）取对数，

即 log ( p (Θ1：K，y1：K ) ). 利用式（20）可依次计算各个近似

后验PDFq (θk )的变分参数 .
（1）当 Θ1：K 中的元素为 x0：K 时，利用式（18）和式

（20），q( i + 1) (x0：K )计算如下：

q( i + 1) (x0：K ) = N(x0；x̂0|0，P0|0 ) ×∏
k = 1

K { N(xk；fk - 1 (xk - 1 )，
Q̂ ( i )
k - 1 )N(yk；hk (xk )，R̂ ( i )

k ) }
（22）

根据式（22）可知，q( i + 1) (x0：K )等同于具有修正似然

PDFN(yk；hk (xk )，R̂ ( i )
k )的非线性后验平滑 PDF. 于是，

将含有量测丢失的非线性系统就转化为不含量测丢失

等价的非线性高斯系统 . 基于高斯平滑器设计原

理［19］，状态的更新过程主要包括前向传播和后向传

播 . 因此，可得如下等式：

（a）前向传播

Q̂ ( i )
k - 1 = [ E

( i ) (Q-1 ) ]-1
E( i ) (ςk - 1 ) ，R̂ ( i )

k = [ E( i ) (R-1 ) ]-1
E( i ) (λk )E( i ) (ℓk ) （23）

x̂ ( i + 1)k|k - 1 = ∫ fk - 1 (xk - 1 )N(xk - 1；x̂ ( i + 1)k - 1|k - 1，P ( i + 1)
k - 1|k - 1 )dxk - 1

（24）
P ( i + 1)
k|k - 1 = Q̂ ( i )

k - 1 - x̂ ( i + 1)k - 1|k - 1 ( x̂ ( i + 1)k - 1|k - 1 )T + ∫ fk - 1 (xk - 1 )
×f Tk - 1 (xk - 1 )N(xk - 1；x̂ ( i + 1)k - 1|k - 1，P ( i + 1)

k - 1|k - 1 )dxk - 1
（25）

P ( i + 1)
yy，k|k = ∫h (xk ) (h (xk ) ) TN(xk；x̂ ( i + 1)k|k - 1，P ( i + 1)

k|k - 1 )dxk
-h ( x̂k|k - 1 ) (h ( x̂k|k - 1 ) ) T + R̂ ( i + 1)

k （26）
ŷ ( i + 1)k|k - 1 = ∫hk (xk )N(xk；x̂ ( i + 1)k|k - 1，P ( i + 1)

k|k - 1 )dxk （27）
P ( i + 1)
xy，k|k = ∫(xk - x̂ ( i + 1)k|k - 1 ) (h (xk ) - h ( x̂ ( i + 1)k|k - 1 ) ) T

×N(xk；x̂ ( i + 1)k|k - 1，P ( i + 1)
k|k - 1 )dxk （28）

K ( i + 1)
k = P ( i + 1)

xy，k|k (P ( i + 1)
yy，k|k )-1 （29）

x ( i + 1)k|k = x̂ ( i + 1)k|k - 1 + K ( i + 1)
k (yk - ŷ ( i + 1)k|k - 1 ) （30）

P ( i + 1)
k|k = P ( i )

k|k - 1 - K ( i + 1)
k P ( i + 1)

xy，k|k （31）
（b）后向传播

M ( i + 1)
k - 1 = P ( i + 1)

k - 1，k|k - 1 - (P ( i + 1)
k|k - 1 )-1 （32）

x̂ ( i + 1)k - 1|K = x̂ ( i + 1)k - 1|k - 1 + M ( i + 1)
k - 1 ( x̂ ( i + 1)k|K - x̂ ( i + 1)k|k - 1 ) （33）

P ( i + 1)
k - 1|K = P ( i + 1)

k - 1|k - 1 + M ( i + 1)
k - 1 (P ( i + 1)

k|K - P ( i + 1)
k|k - 1 ) (M ( i + 1)

k - 1 )T（34）
其中，q( i + 1) (x0：K )表示第 i + 1次迭代的近似后验 PDF.
x̂ ( i + 1)k|k - 1，x̂ ( i + 1)k|k 和 x̂ ( i + 1)k - 1|K分别为状态的一步预测值、更新值

以及平滑估计值；P ( i + 1)
xy，k|k 表示状态和量测的交叉协方差，

P ( i + 1)
yy，k|k 表示量测的协方差 . K ( i + 1)

k 为滤波增益矩阵 .
P ( i + 1)
k|k 和P ( i + 1)

k - 1|K分别为状态的滤波估计协方差以及平滑

估计协方差 . 如式（24）~（28）所示的积分等式可以采

用泰勒级数展开法、无迹变化法［7］或者容积点采样

法［19］进行计算 . 由于容积点采样法能近似PDF三阶以

上的统计特性，故本文采用容积点采样法 .
（2）当Θ1：K中的元素为 ς0：K - 1时，利用式（18）和式

（20），q( i + 1) (ςk - 1 )可以更新为q( i + 1) (ςk - 1 ) = G (ςk - 1；α ( i + 1)k - 1 ，
β ( i + 1)k - 1 )，其中，α ( i + 1)k - 1 ，β ( i + 1)k - 1 分别为

α ( i + 1)k - 1 = 0.5n + 0.5E( i ) (ω ) （35）
β ( i + 1)k - 1 = 0.5( tr (A ( i + 1)k E( i ) (Q-1 ) ) + E( i ) (ω ) ) （36）

其中，tr (·)表示迹操作 .
A ( i + 1)k = E( i + 1) ( (xk - fk - 1 (xk - 1 ) ) (xk - fk - 1 (xk - 1 ) ) T )（37）

令 θ = ℓ1：K，利用式（18）得
log q( i + 1) (ℓ1：K )
=∑

k = 1

K {(1 - ℓk ) (0.5mE( i ) ( log (λk ) ) - 0.5E( i ) (λk )y Tk
×E( i ) (R-1 )yk - 0.5E( i ) ( log (|R |) ) ) + ℓk (0.5m
×E( i ) ( log (λk ) ) - 0.5E( i ) ( log |R |) - 0.5E( i ) (λk )
×tr (B ( i + 1)

k E( i ) (R-1 ) ) ) + ℓkE( i ) ( log π̄k ) + (1 - ℓk )
×E( i ) ( log (1 - π̄k ) ) } + cℓ

（38）
引入辅助参数 δ ( i + 1)k1 ，δ ( i + 1)k2 ，即
δ ( i + 1)k1 = 0.5mE( i ) ( log (λk ) ) - 0.5E( i ) (λk )y Tk

× E( i ) (R-1 )yk - 0.5E( i ) ( log (|R |) )
+E( i ) ( log (1 - π̄k ) ) （39a）

δ ( i + 1)k2 = 0.5mE( i ) ( log (λk ) ) - 0.5E( i ) (λk )tr (B ( i + 1)
k

×E( i ) (R-1 ) ) - 0.5E( i ) ( log |R |) + E( i ) ( log π̄k )
（39b）

利用式（38），log q( i + 1) (ℓk )可更新为如下等式：

log q( i + 1) (ℓk ) = log (exp ( δ ( i + 1)k1 ) ) ℓk
+log (exp ( δ ( i + 1)k2 ) ) 1 - ℓk
+log {(Λ( i + 1)

k )ℓk (Λ( i + 1)
k )1 - ℓk }

= log (Λ( i + 1)
k exp ( δ ( i + 1)k1 ) ) ℓk

+log (Λ( i + 1)
k exp ( δ ( i + 1)k2 ) ) 1 - ℓk （40）
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根据式（38）和式（40），q( i + 1) (ℓ1：K )可以更新为伯努

利分布 . 随机变量ℓk取0和1时的概率分别为
p( i + 1) (ℓk = 1)
= Λ( i + 1)

k exp (0.5mE( i ) ( log (λk ) ) - 0.5E( i ) ( log |R |)
-0.5E( i ) (λk )tr (B ( i + 1)

k E( i ) (R-1 ) ) + E( i ) ( log π̄k ) )
（41）

p( i + 1) (ℓk = 0)
= Λ( i + 1)

k exp (0.5mE( i ) ( log (λk ) ) - 0.5E( i ) ( log |R |)
-0.5E( i ) (λk )y Tk E( i ) (R-1 )yk + E( i ) ( log (1 - π̄k ) ) ) （42）

其中，

B ( i + 1)
k = E((yk - hk (xk ) ) (yk - hk (xk ) ) T ) （43）

Λ( i + 1)
k 为第 i + 1次迭代的归一化常数 .

（3）当 Θ1：K 中的元素为 λ1：K 时，利用式（18）和 式

（20），q( i + 1) (λk )可以更新为 q( i + 1) (λk ) = G (λk；ℏ( i + 1)k ，

ℏ( i + 1)k ). ℏ( i + 1)k ，ℏ( i + 1)k 分别为

ℏ( i + 1)k = 0.5m + 0.5E( i ) (ν ) （44）
ℏ( i + 1)k = 0.5(1 - E( i ) (ℓk ) )y Tk E( i ) (R-1 )yk + 0.5

×E( i ) (ℓk )tr (B ( i + 1)
k E( i ) (R-1 ) ) + 0.5E( i ) (ν ) （45）

（4）当 Θ1：K 中的元素为 π̄1：K 时，利用式（18）和式

（20），q( i + 1) ( π̄1：K )可以更新为q( i + 1) ( π̄1：K ) = Be( π̄k；ϕ ( i + 1)k ，

φ ( i + 1)k )，其中，

ì
í
î

ïï
ïï

ϕ ( i + 1)k = E( i ) (ℓk ) + e0，
φ ( i + 1)k = 1 - E( i ) (ℓk ) + e1 （46）

（5）当Θ1：K中的元素为 ν时，利用式（18）得

log q( i + 1) (ν )
= (g0 - 1) log (ν ) - h0ω +∑

k = 1

K { 0.5ν log (0.5ν )
-log Γ(0.5ν ) + (0.5ν - 1)E( i ) ( log λk )
-0.5νE( i ) (λk ) } + cν

（47）
因式（47）包含 log Γ(0.5ν )，很难直接更新参数 ν后

验 PDF. 于 是 ，引 入 Stirling 近 似 等 式［10］. 即

log (Γ(0.5ν ) ) ≈ (0.5ν - 0.5) log (0.5ν ) - 0.5ν. 将 Stirling
近似等式代入式（47）后，根据式（20），q( i + 1) ( v )可更新

为 q( i + 1) (ν ) = G (ν；ĝ ( i + 1)k ，ĥ ( i + 1)k ). 形状参数 ĝ ( i + 1)k 和比率

参数 ĥ ( i + 1)k 可更新为：

ĝ ( i + 1)k = g0 + 0.5K （48a）
ĥ ( i + 1)k = -0.5∑

k = 1

K { E( i ) [ ( log λk ) ] - E( i ) (λk ) }
+h0 - 0.5K

（48b）
同理，q( i + 1) (ω ) 可更新为 q( i + 1) (ω ) = G (ω；ŝ ( i + 1)k ，

r̂ ( i + 1)k ). 形状参数 ŝ ( i + 1)k 和比率参数 r̂ ( i + 1)k 可更新为：

ŝ ( i + 1)k = s0 + 0.5K （49）

r̂ ( i + 1)k = -0.5∑
k = 1

K { E( i ) [ ( log ςk - 1 ) ] - E( i ) (ςk - 1 ) }
+r0 - 0.5K （50）

（6）当 Θ1：K 中的元素为 Qν时，根据式（18）和式

（20），q( i + 1) (Q )可以更新为q( i + 1) (Q ) = IW(Q；t̂ ( i + 1)k ，T̂ ( i + 1)
k ).

同理，q( i + 1) (R ) 可以更新为 q( i + 1) (R ) = IW(R；û ( i + 1)k ，

Û ( i + 1)
k ). 其中，参数 t̂ ( i + 1)k ，T̂ ( i + 1)

k ，û ( i + 1)k ，Û ( i + 1)
k 分别为

t̂ ( i + 1)k = t0 + K （51a）
T̂ ( i + 1)
k = T0 +∑

i = 1

K E( i + 1) (ςk - 1 )A ( i + 1)k （51b）
û ( i + 1)k = u0 + K （52a）

Û ( i + 1)
k = U0 +∑

i = 1

K { E( i ) (ℓk )E( i ) (λk )B ( i + 1)
k

+(1 - E( i ) (ℓk ) )E( i ) (λk )C ( i + 1)
k } （52b）

其中，

C ( i + 1)
k = yky Tk （53）

接下来，计算求解近似后验 PDF时所需的期望 .
根据Gamma分布、伯努利分布和Beta分布的性质可得

E( i + 1) (ςk - 1 ) = α ( i + 1)k - 1 β ( i + 1)k - 1 （54a）
E( i + 1) ( log (ςk - 1 ) ) = ψ (α ( i + 1)k - 1 ) - log β ( i + 1)k - 1 （54b）

E( i + 1) (λk ) = ℏ( i + 1)k ℏ( i + 1)k （54c）
E( i + 1) ( log (λk ) ) = ψ (ℏ( i + 1)k ) - log ℏ( i + 1)k （54d）

E( i + 1) (ℓk ) = p( i + 1) (ℓk = 1)
p( i + 1) (ℓk = 1) + p( i + 1) (ℓk = 0) （54e）

E( i + 1) ( log ( π̄k ) ) = ψ (ϕ ( i + 1)k ) - ψ (ϕ ( i + 1)k + φ ( i + 1)k )（54f）
E( i + 1) ( log (1 - π̄k ) ) = ψ (φ ( i + 1)k ) - ψ (ϕ ( i + 1)k + φ ( i + 1)k )

（54g）
3. 4 基于变分贝叶斯推理的机动目标跟踪算法

本文所提用于量测丢失的机动目标跟踪算法总结

如算法1所示 .
4 仿真实验验证

以机载雷达跟踪空中目标为例，验证本文所提

RVBSD算法的有效性 . 参考文献［15，16，20］设置了本

文的仿真场景 . 假设空中目标做恒速转弯模型运动，即

xk =
é

ë

ê

ê
êê
ê

êF
0
0

0
F
0

0
0
F

ù

û

ú

ú
úú
ú

ú
xk - 1 + w̄k - 1

yk = ℓk

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú
( xk - xtk )2 + ( yk - y tk )2 + ( zk - ztk )2

arctan æ
è
çççç

ö

ø
÷
÷÷
÷yk - y tk

xk - xtk
arctan

æ

è

ç

ç
ççç
ç

ö

ø

÷

÷
÷÷÷
÷zk - ztk

( xk - xtk )2 + ( yk - y tk )2

+ v̄k
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其 中 ，F =
é

ë

ê

ê
êêê
ê

ê

ê1
0
0

sin ( ẇT ) /ẇ
cos ( ẇT )
-ẇ sin ( ẇT )

(1 - cos ( ẇT ) ) /ẇ2
sin ( ẇT ) /ẇ
cos ( ẇT )

ù

û

ú

ú
úúú
ú

ú

ú
. xk =

[ xk，ẋk，ẍk，yk，ẏk，ÿk，zk，żk，z̈k ]T. 采样时间为T = 0.5 s，转弯

速率为 ẇ = 0.13/π rad/s. xk，ẋk，ẍk，yk，ẏk，ÿk，zk，żk，z̈k依次为

目标的位置、速度和加速度. 空中目标初始的协方差和状态分

别 P0|0 = I 和 x0 = [ 25000，- 10，0，4000，- 83.3，
0，1000，10，0 ]T.以S t0 = [1000，0，0，1000，0，0，2000，0，0 ]T
为圆心在XOY平面内做圆周运动 . 机载平台以半径为

100. 机载平台的位置stk = ( xtk，y tk，ztk )可以直接从全球定位

系统（Global Positioning System，GPS）中读取 . 采用闪烁

噪声来模拟长拖尾的非高斯过程噪声w̄k - 1和测量噪声 v̄k

w̄k - 1 ∼ ì
í
î

ïï
ïï

N(0，Q̑ )， w.p. 0.8
N(0，10Q̑ )， w.p. 0.2

v̄k ∼ ì
í
î

ïï
ïï

N(0，Ȓ )， w.p. 0.8
N(0，25Ȓ )， w.p. 0.2

“w.p.”表示发生的概率，Q̑，Ȓ分别为名义上的过程噪声

协方差和量测噪声协方差，即，Q̑ = diag ( [1，0.1，0.1 ])，
Q̑ = blkdiag ( [ Q̑，Q̑，Q̑ ])， Ȓ = diag ( [ 4，4 × 10-3，4 ×
10-3 ]). 其中，符号“diag”表示对角矩阵，符号“blkdiag”
表示块对角矩阵 .
4. 1 算法估计性能验证

本小节设置如下形式的目标检测概率：

情形1：πk = ì
í
î

0.7， K/3 ≤ k < 2K/3
0.9， 其他

其中，K = 200表示总的仿真步长 . 为了验证所提RVB‑
SD算法的有效性，本文分别针对上述 5种情况，采用如

下的算法进行对比：标准的容积卡尔曼平滑器（Cuba‑
ture Kalman Smoother，CKS）［21］，基于量测丢失的容积

卡尔曼平滑器（Cubature Kalman Smoother for measure‑
ment Drop，CKSD）［11］，基于未知过程和量测噪声协方

差的变分贝叶斯容积卡尔曼平滑器（Variational Bayes‑
ian based Cubature Kalman Smoother with unknown pa‑
rameters QR，VBCKS_QR）［6］，基于未知自由度参数的

变分贝叶斯容积卡尔曼平滑器（Variational Bayesian
based Cubature Kalman Smoother with unknown param‑
eters wv，VBCKS_wv）［10］，基于噪声参数未知的变分贝

叶斯平滑器（Variational Bayesian based Cubature Kal‑
man Smoother with unknown parameters QRwv，
VBCKS_QRwv）［10］. CKS和 CKSD方法的噪声协方差分

别设为 Q̑，Ȓ. VBCKS_QR方法的初始噪声参数为 t0 =
6，T0 = Q̑，u0 = 4，U0 = 5Ȓ. VBCKS_QRwv方法的初始

参数为 s0 = r0 = g0 = 3且 h0 = 3. 本文所提RVBSD算法

初始参数值分别为 r0 = h0 = g0 = s0 = 3，T0 = Q̑，U0 =
5Ȓ，t0 = 6，u0 = 4，e1 = e0 = 0.5. 根 据 高 斯 分 布

N (x0，P0|0 )随机选择初始的状态估计 x̂0|0. 蒙特卡洛迭代

次数和变分迭代次数N分别为500和10. 为了评价上述

算法的性能，选用均方根误差（Root Mean Square Er‑
rors，RMSEs）、平均均方根误差（Average Root Mean
Square Errors，ARMSEs）、绝对误差（Absolute Value Bi‑
ases，AVBs）以及平均绝对误差（Averaged Absolute Val‑
ue Biases，AAVBs）作为性能评价指标［22］. 上述所有的

状态估计算法都在Matlab2020a仿真平台上运行，选用

的计算机型号为：Intel Core i7‑9750H CPU@2.60 GHz.
图 2展示了采用上述 6种算法所得的目标轨迹跟

踪示意图 . 图 3分别描述了上述 6种算法的位置 RM‑
SEs、速度RMSEs以及加速度RMSEs结果图 . 图 4是与

之相对应的位置AVBs、速度AVBs以及加速度AVBs结
果图 . 表 1和表 2分别是基于 500次蒙特卡洛仿真得出

的位置 ARMSEs、速度 ARMSEs、加速度 ARMSEs、位置

AAVBs、速度AAVBs以及加速度AAVBs. 此外，表 1还

算法算法1 基于变分贝叶斯推理的机动目标跟踪算法基于变分贝叶斯推理的机动目标跟踪算法

输入输入：：x̂k - 1|k - 1，Pk - 1|k - 1，Ak - 1，Ck，y1：K，t0，T0，u0，U0，s0，r0，g0，h0，
e0，e1，N，K
输出输出：：x̂k|K，Pk|K
初始化初始化：：

t̂0 ← t0，û0 ← u0，T̂ 0 ← T0，Û 0 ← U0，ŝ0 ← s0，r̂0 ← r0，ĝ0 ← g0，

ĥ0 ← h0，ê0 ← e0
计算

E(0) ( log (1 - π̄k ) ) = ψ (e1 ) - ψ (e0 + e1 )，E(0) (λk ) = 1，E(0) ( π̄k ) = 1
E(0) ( log ( π̄k ) ) = ψ (e0 ) - ψ (e0 + e1 )，E(0) (ℓk ) = 1，E (0) (ςk - 1 ) = 1，
当i = 0：N - 1时执行

%前向传播前向传播

当k = 1：K时执行

利用式（23）、式（24）~（31）分别更新

Q̂ (i)
k - 1，R̂ (i)k ，x̂ (i + 1)k|k - 1，P (i + 1)k|k - 1，x̂ (i + 1)k|k 和P (i + 1)k|k ；

结束

%后向传播后向传播

当k = K - 1：0时执行

根据式（32）~（34）计算M (i + 1)
k ，x̂ (i + 1)k|K ，P (i + 1)

k|K ；

结束

当k = 1：K时执行

分别利用式（37）、式（42）和式（53）计算A (i + 1)k 、B (i + 1)k 和C (i + 1)
k ；

分别利用式（36）、式（41）、式（44）~（52）更新q(i + 1) (ςk - 1 )
和q(i + 1) (ℓk )、q(i + 1) (λk )、q(i + 1) ( π̄k )、q(i + 1) (ν )
和q(i + 1) (ω )、q(i + 1) (Q )和q(i + 1) (R )
利用式（54）计算近似后验所需的期望；

结束

结束

x̂k|K ← x̂Nk|K，Pk|K ← P N
k|K
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给出了上述6种算法的计算代价 .

从图2可以看出，本文所提RVBSD算法估计的轨迹

更贴近真实的目标运动轨迹 . 此外，从图 3、图 4可以看

出，本文所提的RVBSD算法具有较小的位置RMSEs、速
度RMSEs、加速度RMSEs、位置AVBs、速度AVBs以及加

速度AVBs. 需要特别指出的是，当采用标准的CKS算法

估计含量测丢失和长拖尾非高斯噪声的系统状态时，不

可避免地会发生滤波发散 . 滤波发散主要的原因在于标

准的CKS算法只适用于高斯系统且对丢失的量测未做

任何的处理 . 虽然基于量测丢失补偿的CKSD算法采用

了量测预测补偿的策略，但是由于将系统噪声等价为高

斯噪声，进行状态估计时并不能很好地刻画非高斯噪声

的长拖尾特性 . 与CKS算法和CKSD算法相比，剩余的

三种对比算法均是将系统噪声建模为学生 t分布 . 在某

种程度上，它们能刻画非高斯噪声的长拖尾特性 . 但是

VBCKS_QR算法和VBCKS_wv算法分别针对未知学生 t
分布的尺度参数和自由度参数进行估计，不适用于二者

均未知的场景 . 虽然VBCKS_QRwv算法可以联合估计

未知学生 t分布的尺度和自由度参数，但与VBCKS_QR
算法和VBCKS_wv算法类似，未考虑量测丢失的情况 .
而本文所提的RVBSD算法不仅能联合估计未知学生 t
分布中的自由度参数和尺度参数，还考虑了量测丢失对

状态估计的影响 . 综上所述，本文所提的RVBSD算法能

更好地跟踪目标的轨迹 .
此外，如表 1和表 2所示，本文所提RVBSD算法有

较小的位置 ARMSEs、速度 ARMSEs、加速度 ARMSEs、
位置 AAVBs、速度 AAVBs以及加速度 AAVBs. 这也验

证了本文所提算法的有效性 . 虽然本文所提的RVBSD
算法与其他 5种算法相比耗时相对较长，但是为了获得

较高的估计精度，牺牲一定的时间成本也是允许的 . 总

体而言，本文所提RVBSD算法是有效的 .
4. 2 不同检测概率下算法估计性能验证

为了验证不同检测概率下本文算法的估计性能，
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除情形 1外，还采用如下几种形式的目标检测概率进行

对比分析 .
情形2：πk = ì

í
î

0.8， K/3 ≤ k < 2K/3
0.9， 其他

情形3：πk = ì
í
î

0.6， K/3 ≤ k < 2K/3
0.9， 其他

情形4：πk = ì
í
î

0.5， K/3 ≤ k < 2K/3
0.9， 其他

情形5：
πk = ì

í
î

0.7， K/4 ≤ k < K/2，3K/4 ≤ k ≤ K
0.9， 其他

情形6：πk = ì
í
î

0.7， K/3 ≤ k ≤ K
0.9， 其他

鉴于 4.1节已经验证本文算法的优势，为节省篇
幅，本小节省略了其他算法的结果分析 . 除了目标检测
概率，其他参数的设置均同 4.1节 . 表 3和表 4分别给出
了不同目标检测情形下位置 ARMSEs、速度 ARMSEs、
加速度ARMSEs、位置AAVBs、速度AAVBs以及加速度
AAVBs的统计结果 .

首先，值得肯定的是，本文所提的算法在情形1~3下
取得了较好的跟踪结果 . 这进一步验证了本文所提算法
的有效性 . 此外，从目标检测概率πk在K/3 ≤ k < 2K/3区
间取不同概率值来看，随着目标检测概率πk的减少，状态
估计的性能大致呈下降趋势 . 从相同的目标检测概率πk

在不同区间的取值来看，越长的采样区间遭受强杂波（即
较低的目标检测概率），状态估计的性能总体呈下降的趋
势 . 需要特别注意的是，当目标检测概率分别取情形4和

情形6时，都出现了滤波发散问题 . 这主要是因为随着目
标检测概率的降低，收集的量测中包含有用的状态估计
信息缺失严重 . 同样，当目标检测概率受强杂波影响的区
间越多，强杂波淹没目标的有用信息越多，进而使雷达传
感器难以接收到有效的量测对状态进行估计，出现了滤
波发散问题 . 因此，为了有效的进行目标状态的估计，目
标的检测概率不能太低，遭受强杂波的时间（即区间）也
不能太长，否则无法收集到目标的有用信息对状态进行
估计 . 总体上来说，本文提出的算法能鲁棒地、有效地应
对强杂波的干扰，对目标的状态进行估计 .
5 结论

本文设计了强杂波背景下含量测丢失的目标跟踪
算法 . 该算法采用学生 t分布来模拟非高斯噪声的长拖
尾特性 . 通过引入伯努利随机变量，将求和形式的后验
概率密度函数转换成乘积形式的概率质量函数，并构
建了分层状态空间模型 . 在此基础上，设计了用于量测
丢失的鲁棒变分贝叶斯平滑器 . 以机载雷达跟踪空中
目标为例验证了本文算法的有效性 .
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